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Abstract 

When the incident angle a of an X-ray beam (h = 1 ~)  
on a surface is increased, the penetration depth 
changes from 30/~ (a =0.1 °) to 10 Ixm (a = 1°). The 
X-ray fluorescence observed is sensitive to the 
chemical composition of the irradiated layer. If the 
composition changes with the depth z (for example 
in the case of ionic implantation), the spectrum 
depends on a and the variation with a of the X-ray 
emission intensity of one of the elements is related 
to its concentration profile c(z). It is shown that c(z) 
can be determined with a layered-medium approxi- 
mation. The profile thus obtained is in good agree- 
ment with that obtained by the destructive and heavy 
secondary ionic emission (SIMS) method. The same 
mathematical treatment can be used, from X-ray 
measurements, in order to determine other profiles 
(amorphization etc.). 

Introduction 

Si un faisceau de rayons X arrive sur la surface d'un 
solide avec un angle d'incidence faible (de l'ordre de 
1/10°), il est rrflrchi totalement. Dans ce cas, la 
prnrtration du faisceau dans le solide est tr~s faible 
puisqu'elle est assurre par une onde evanescente. On 
peut encore observer un spectre de diffraction et un 
spectre de fluorescence mais ils seront sensibles ~ la 
structure et h la composition chimique de la couche 
irradi6e, c'est&-dire ~ des ph6nom~nes int6ressants 
quelques couches atomiques voire m~me la 
monocouche atomique (Eisenberger & Marra, 1981). 
Si l'on augmente l'angle d'incidence, la profondeur 
de p6n6tration du faisceau X varie et l'on peut ainsi 
explorer une touche superficielle d'~paisseur 
croissante jusqu'~ plusieurs dizaines de microm~tres. 
Dans un prrcrdent article (Brunel & de Bergevin, 
1986), nous avions montr6 que les profondeurs de 
prnrtration et les intensitrs des faisceaux dans le 
solide pouvaient ~tre calculres facilement et prrcisr- 
ment par les formules de Fresnel. Dans le cas 
d'analyse par fluorescence, l'excitation par un fais- 
ceau X rasant amrliorera la sensibilit6 aux impuretrs 
de surface puisque le bruit dfi ~ la partie profonde 
de l 'rchantillon sera rrduit (Becker, Golovchenko & 
Patel, 1983). Si la composition chimique de l'rchantil- 
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Ion change avec la profondeur, le spectre de fluores- 
cence observ6 variera selon l'incidence des rayons X 
sur la surface; de cette variation, on peut drterminer 
le profil de concentration comme nous le montrons 
dans un exemple: implantation ionique d'ions fer 
dans des plaquettes de silicium. 

Principe 

Soit un faisceau X monochromatique incident sur 
une surface ~ un angle a. Si la composition chimique 
du solide est homog~ne, l'intensit6 du faisceau ~ la 
profondeur z est, d'apr~s les formules de Fresnel 
(Brunel & de Bergevin, 1986), 

I(z, ~ )= IincidentA2(o~) exp [ -  z~ z(a)] .  

A2(a) traduit la d6viation du faisceau /in ~ l'entr6e 
dans le solide et r(a) est la profondeur de 
p6n6tration. 

Dans le cas off l'6chantillon contient une impuret6 
de concentration c(z) variable avec la profondeur z, 
c(z) restant toujours suffisamment faible pour que le 
trajet du faisceau ne soit pas modifi6 par l ' impuretC 
on voit que la variation avec a de l'intensit~ de 
fluorescence est donnre par la relation 

o o  

I(a)=IinCA2(a) [. NC(z)  e x p [ - z / r ( a ) ] d z .  (1) 
0 

Dans la constante C interviennent la section efficace 
de fluorescence, le rendement du drtecteur etc. Nes t  
le nombre d'atomes dans une couche d'rpaisseur 
unit6 et de surface 6gale h la surface du solide vu du 
drtecteur (voir montage Fig. 1). C(z) est la concentra- 
tion en atomes d'impuret6 h la profondeur z. 

Si l 'on s'intrresse ~ des profondeurs faibles (z < 
1 ixm) a varie de part et d'autre de ac, angle limite 

Detecteur IS"L'I 
" ' "  ~" =--" : ~  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  Fente 

E c h a n t i l l o n  

5 0  e m  

Fig. 1. Montage exprrimental. Le monochromateur courbe (type 
Johann) est en graphite. 
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de rrflexion totale. A2(t~ ) et z(a)  se calculent h partir 
des racines rrelle R(a) et imaginaire I(a) de (a2+ 
2n'+2in") 1/2, avec n' et n" composantes de l'indiee 
de rrfraction n = 1 + n' + in", par 

IA(a)l = 2 a / { [ R ( a )  + a ]  2 + 12(a)} 1/2 

et 

~(c~) = X/4wl(a).  

L'rquation (1) est une transformation de Laplace et 
c(z) peut 6tre calculre d'apr~s la courbe exprrimen- 
tale I (a ) .  En rralitr, l'inversion de Laplace est tr~s 
instable, d'autant plus que l'intensit6 exprrimentale 
est entachre d'erreurs. Le comportement de I ( a )  pour 
a grand e t a  petit peut fournir un certain nombre 
d'informations intrressantes et en particulier la limite 
de I (ot) /A2(a)  pour les grandes profondeurs de 
prnrtration (t~ = 1 °) est proportionnelle au nombre 
total d'atomes d'impuretrs N ~o~ C(z) dz. 

L'rquation (1) ne s'applique qu'~ des 6chantillons 
tr~s dilurs en impuretr. Nous drvelopperons plus loin 
une mrthode de calcul de c(z) applicable m~me 
des 6chantillons fortement doprs. La divergence du 
faisceau incident qui modifie notablement la courbe 
I (a )  pourra alors 6tre prise en compte. 

M e s u r e  de  I ( a )  

Le montage, tr~s simple, est drcrit Fig. 1. Le faisceau 
incident sur l'rchantillon est monochromatis6 pour 
que la profondeur de prn&ration r(a,  A) soit drfinie 
uniquement. La longueur d'onde doit 6tre suffisam- 
ment dure pour exciter la fluorescence de la matrice 
et de l'impuretr. 

Les mesures ont 6t6 faites sur des 6chantillons de 
silicium implantrs en fer ~ des doses variant entre 
1015 et 1016 atomes cm -2 et des accrlrrations de 35 
100 kV soit des profondeurs de prn&rations moyen- 
nes throriques de 300 ~ 800/~. La radiation choisie 
pour exciter la fluorescence de Si et Fe est W La 
(h = 1,473 A). 

La divergence angulaire horizontale du faisceau est 
drfinie par la largeur du foyer du monochromateur 
(50 ~m) et par la largeur de la fente (3 ram) placre 
devant l'rehantillon sur le faisceau r66mis. Avec une 
distance foyer monochromateur-rchantillon de 
50 cm, cette divergence est de l'orde de 0,7/100 ° 
environ. Pour pouvoir mesurer la fluorescence de la 
matrice de silicium [A (Si K a ) -  7/~], le drtecteur est 
fix6 tr~s pros de l'rchantillon (1 cm) pour rrduire 
l'absorption par l'air. L'air qui subsiste, la fenrtre de 
brryllium (25 ~m) et l'61ectrode d'entrre du d&ecteur 
(d&ecteur Si-Li) rrduisent cependant notablement 
l'intensit6 de fluorescence. 

Les mesures de I ( a )  ont &6 faites en pas ~ pas, 
avec un pas variant de 0,005 ° autour de a~ ~ 0,01 ou 
0,02 ° de part et d'autre de l'angle de rrflexion totale. 
Le goniom&re est mont6 devant un  tube classique 

1500 W e t  les temps d'accumulation par point sont 
de 10 ~ 30 min. Pour une variation angulaire totale 
de l'ordre de 1 °, le temps total d'exprrience est d'une 
dizaine d'heures. Pour chaque incidence ai, on int~gre 
simultanrment les pies de fluorescence Si Ka  et 
Fe Ka. 

Sur la Fig. 2, nous avons report6 les quatre courbes 
IFer,~(a) obtenues pour quatre 6chantillons implan- 
trs ~ des doses et des 6nergies diffrrentes. Sur la mrme 
figure est reportre la variation IsiK,(a) d'un des 
6chantillons. Le positionnement angulaire en a est 
drtermin6 en comparant pour chaque 6chantillon la 
courbe exprrimentale IsiKa(Ot) ~t la variation 
throrique I ( a )  de l'intensit6 de fluorescence (ou de 
diffraction) d'un 6chantillon de silicium pur (Brunel 
& de Bergevin, 1986). Ceci n'est valable que lorsque 
la concentration en impuretrs implantres est faible. 

Les conditions exprrimentales sent les mrmes pour 
les quatre 6chantillons et l'intensit6 aux grandes 
valeurs de a (profondeur de prn&ration z impor- 
tante) est proportionnelle au nombre total d'ions 
implantrs. En utilisant comme &alon de rrfrrence 
l'echantillon: 1015 atomes cm -2 (35 keV), les doses 
d'implantation exprrimentales sent de 8,10x1015, 
2,6x1015 et 1,14x1015 atomes cm -2 ~t comparer 
respectivement aux doses de 10 z6 (100 keV), 3 x 10 ~5 
(100 keV) et 1015 atomes cm -2 (60keV) implantres 
en principe. 

La mrthode de fluorescence en incidence rasante 
est tr~s sensible aux impuretrs de surface puisqu'il 
semble que l'on puisse esprrer d&ecter des ions fer 
implantrs dans le silicium h des doses infrrieures 
1013 ou quelques 1013 atomes cm -2 soit de l'ordre de 
quelques 1/100 de couche monoatomique ou 
quelques dizaines en 106 si l'implantation est rrpartie 
sur 1000/~. I1 est vrai que la fluorescence Fe Ka est 
facile gt d&ecter. 

Log I Fluorescence 

_~ Id Fe Ka) 

/ i / / -  ........ 

. . . . . . . . . . .  60 keV 1015 
,mv,an.~ 1 O0 keV 3 x 1016 

/ /  100 keV 1016 
./- 

/ / .  

o:1 0:2 0:3 o'.4 0:5 ~o~ 

Fig. 2. Variation en fonction de ot de l'intensit6 de fluorescence 
IFe K,, pour les quatre 6chhntillons. (Les intensitrs sont nor- 
malisres autour de a - 1°.) Variation Isl ~¢=(a) pour l'rchantillon 
100 keV-1016 atomes cha-:. 
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Les quatre courbes log/Fe(a)  pr6sentent des vari- 
ations assez diff6rentes en particulier autour de ac "-" 
0,22 °. Cette diff6rence est encore plus marqu6e si l 'on 
trace les rapports R( a ) = IF~ K,,( a )/ Isi K~( a ) entre les 
intensit6s de fluorescence du fer et du silicium (Fig. 
3). Le maximum de la courbe R ( a )  est d 'autant  plus 
61ev6 que l'6nergie d ' implantation est plus faible, 
c'est-h-dire que la profondeur moyenne de p6n&ra- 
tion des ions est faible. Physiquement, les ions 
implant6s pros de la surface, plus nombreux dans le 
cas d'6nergie d ' implantation faible, sont, pour t~ 
faible, excites par une onde tr~s ~vanescente et ~ flux 
dense (d6viation du faisceau b. l 'interface air-solide). 
Dans la relation (1) cet effet est traduit par la variation 
du terme A2(t~): A2(a=0 ,22° )=3 ,35  et A2(c~ = 
0,35 °) = 1,25. 

Comme nous l 'avons vu pr6c6demment, la r6parti- 
tion en profondeur des ions implant6s peut ~tre cal- 
cul6e par inversion de Laplace de I (a ) .  En r6alit6, 
il est difficile, dans un calcul direct, d ' introduire la 
divergence du faisceau qui intervient en m61angeant, 
surtout pour a - a~, des effets dus ~ des profondeurs 
tr~s diff6rentes: le m~me 6cart angulaire Aa =0,01 ° 
correspond ~ des diff6rences de profondeurs de 
p6n&ration de A ~ - = 3 ~  ~ a=a~/2~--0,11 °, A~-= 
500/~ ~ a = a~ et Ar = 280 ~ ~t a = 23~. Par aiUeurs, 
lorsque le nombre d'61ectrons Z de l 'impuret6 est tr6s 
diff&ent de celui de la matrice (fer dans Si), le trajet 
du faisceau X dans le solide risque d'etre modifi6 par 
la pr6sence de l 'impuret6, m6me si la concentration 
moyenne en celle-ci est faible. Nous avons donc 
d6velopp6 une m6thode applicable quelle que soit la 
concentration en impuret6, permettant d' introduire 
la divergence du faisceau et les d6calages angulaires. 

D~termination du profil d'implantation 

Dans le cas g~n~ral o/~ la concentration c(z) atteint 
localement des valeurs 61ev6es, la relation (1) n'est 
plus valable, c'est-h-dire que c(z) ne peut plus ~tre 

d6termin6e par une simple inversion de Laplace. 
Nous avons donc d6velopp6 une m&hode par affine- 
ment, c'est-~-dire qu'apr~s avoir montr6 que l'on peut, 
connaissant le profil de concentration c(z) d'une 
impuret6 calculer quel que soit c(z), la variation I ( a )  
de son intensit6 de fluorescence, nous chercherons 
en modifiant c(z) ?t minimiser la ditt6rence entre les 
courbes I ( a )  exp6rimentales et calcul6es. 

Pour calculer I ( a ) ,  c(z) est approxim6e par une 
suite d'escaliers h concentration constante, c'est-~- 
dire que le volume implant6 de l '6chantillon est 
remplac6 par un empilement de strates parall~les 
la surface. La strate i centr~e b, la profondeur zi a 
une 6paisseur ei et sa concentration en impuret6 est 
ci = c(zi). Le calcul de I ( a )  est ramen6 ~ un calcul 
de propagation d'ondes dans un milieu stratifi6. Ce 
module de milieu stratifi6 a d6j~ 6t6 utilis6 par Parratt 
(1954) puis par N6vot & Croce (1980) pour le calcul 
du faisceau r6fl6chi sp6culairement. 

Dans les conditions tr~s rasantes, quatre ondes 
interviennent h chaque interface entre strates (Fig. 
4). Soit ED, i-t,B et  ER, i-t,B les amplitudes ~ l 'interface 
( i - 1 ,  i) des ondes descendante et remontante dans 
la strate ( i -  1) et ED,~H et ER,~H en haut de la strate 
i (Eo, o,s est l 'amplitude du faisceau incident et ER,0,B 
celle du faisceau r6fl6chi). Soit Ti_~,i et R~-I,~ les 
coefficients de transmission de i - 1  vers i et de 
r6flexion de i - 1  sur i. A partir des 6quations 
l'interface: 

ER, i-l,n = Ti, i-1ER,~H + Ri-~,iEo, i-~,n 

ED, i,H = Ri, i-i ER, i,H q- Ti-I,iED, i-I,B. 

On en d6duit 

ED, ,_ , , s  = --  ( R , , , _ , / T ~ _ , , , )  ER,~,n + (11 T,_,,,) ED,,,H 

ER., , - , ,n = [ T u - , - ( R , - , , , R u _ , / T ~ _ , , , )  ] ER, t,H 

+ (R,_,,,/T~-,,,)EDj, H (2 )  

qui permettent de calculer les amplitudes des ondes 

3q ,/ 

0.2 

iR(cz) 

s, in',0,.-,,,F.l-=!i!i!ji:!,o,: m-' 

0:3 0~a 0~s 0t6 o °~  

Fig. 3. Courbes R(Ot)=IFeKa(Ct)/ISiK,~(Ot), normalis6es autour 
de a = 1 °. Les variations R(t~) des deux 6chantillons implant6s 
100 keV (3 x 10 t5 et 10 t6 a t o m e s  cm -2) se diff6rencient peu. 

RX incident RX rofldchi 

C1 ~ ~ 
Strate 1 

E R, i-1, B St rate i -1 
c l ~  B 

ER,i,H ED,i,H Strate I 
CI 

sili¢ium put 

Strate Imax -1 

--...<. 1max, H 
Strate I max 

Fig. 4. Sch6ma des ondes dans l'approximation d'un milieu 
stratifi6. 
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Eo,~-~ et ER.i-I au bas de la strate i - 1  ~ partir des 
amplitudes des ondes en haut de la strate i. 

Les plans interfaces sont parall~les et la direction 
de propagation et l 'attrnuation des ondes dans une 
strate drpendent uniquement de a et de l'indice de 

t / t  rrfraction n~ = l+n~+in~  de la strate, ni et n~ varie 
avec la concentration en impuret6 ci de la strate i. 

Si l 'on pose Ri(a ) = (a 2 + 2n~ + 2in'I) 1/2, les champs 
61ectriques Eo.~u et E~.~,H en haut de la strate i sont, 
en fonction des champs au bas de cette strate: 

ED, i,H = ED, i,B e x p  [ iki(a )ei] 
ER, i,H = ER,  i,B exp [ - iki(ot)ei], 

ei est l ' rpaisseur de la strate i et ~ = (2w/A)R~(a). 
Les coefficients de transmission et rrflexion de 

Fresnel intervenant dans (2) sont: 

r i_ l ,  i = 2 ~ i _ l /  (R i_  1 + Ri)  

R i - i . i  = ( R i - 1 -  R , ) / ( R , - 1  + R/).  

La dernirre strate est le cristal massif donc ]U, imax = 

0. En fixant par exemple Eo, im~x,n = 1, et en utilisant 
les relations ci-dessus et (2), on calcule successive- 
ment, par r~currence, les ondes dans les strates (imax- 
1 ) , . . . ,  1, 0. La modification en phase et en amplitude 
des ondes entre le bas et le haut de chaque strate est 
prise en compte. L'indice de rrfraction ni est simple- 
ment calcul6 en supposant qu-'-un atome d'impuret6 
remplace un atome de la matrice. 

L'intensit~ du faisceau incident [Eo, o[ 2 est constante 
quel que soit a et l 'on doit recalculer toutes les ondes. 

Chaque atome est excit6 par les ondes descendante 
et remontante de la strate auquel il appartient. 
Comme l'rmission de fluorescence est incoh~rente 
d'un atome ~ l'autre, l'intensit~ totale de fluorescence 
de l'impuret6 est obtenue par 

I ( a ) =  Z Nci ~ IEo, i, Bexp ( - - i k i z )  
istrate strate i 

+ ER, i. B exp (i~z)l 2 dz. 

L'approximation en strates permet donc de calculer 
I¢~(a) lorsque c(z) est connue. En rralitr, notre but 
est la d&ermination de c(z) b. partir de l'intensit6 
exprrimentale Iexp(a). Nous avons donc recherch6 le 
profil c(z) ou plutrt  l 'ensemble des ci qui minimisent 
la fonction 

F = E I I~xp(a,) - Ical(O~i)l 2 

Oti 

(a~ drcrit les angles pour lesquels Ioxp(a) ~ 6t6 
mesurre). Cette minimisation a 6t6 recherchre sur 
ordinateur en utilisant un programme grnrral 
d'affinement qui calcule numrriquement les drrivres 
partielles (Harwell Subroutine Library: Subroutine 
VA 05 A). 

L'origine a = 0 des angles d'incidence est introduite 
en param&re variable ainsi que la divergence Aa du 
faisceau incident. Celle-ci est prise en compte en 
remplacant /cam(a) par 1 [ Ical(t~)+ Ical(a + Aa / 2) + 
Ieal(a --Aa/2)]. La valeur finale apr~s affinement de 
ce demier param&re a toujours 6t6 en accord avec 
les valeurs attendues d'apr~s les ouvertures de fentes 
et de l 'ordre de 7/1000 °. 

Les param&res modifirs par l'aflinement sont done 
les concentrations ci, la divergence angulaire et le 
drcalage angulaire. On retrouve cependant les prob- 
l~mes d'instabilit6 lire ~t l'inversion de Laplace et le 
nombre et la largeur des strates ~ introduire sont 
difficiles ~ d&erminer. En ettet, des strates trop 
&roites entra~nent une divergence de la matrice 
d'affinement. 

Mrme avec des strates 6paisses, les param~tres ci 
restent corrrlrs et en particulier on a apparition 
d'oscillations dans l'histogramme, et de valeurs nrga- 
tives pour certains ci. La difficult6 est rrsolue en 
affinant sur les param&res cl.i = ci 1/2 ce qui entrai'ne 
C i C 2 = 1,~ > 0 et diminue l'instabilitr. L'histogramme de 
drpart d'aflinement est simplement choisi tel que 
cl = c2 = . . .  = cn avec Y.i Ncie~ = nombre total 
d'atomes implantrs. Le front de l'histogramme (inter- 
face, Si implantr-silicium pur) drpend de l'rnergie 
d'implantation et peut 6tre modifi6 en cours d'affine- 
ment. La normalisation se fait au premier passage en 
rrduisant ~ a >> ac les Iexp aux intensitrs calculres. 
Tous les calculs ont 6t6 faits en arithmrtique complexe 
sur un ordinateur PDP11/70 avec des durres d'afline- 
ment d'une dizaine de minutes pour 50 cycles. 

La convergence est assez rapide surtout si l'affine- 
ment est fait sur la fonction exprrimentale R ( a ) =  
IFe K~ (a) / Is i  r~ (a)  et l 'histogramme final drpend peu 
de la fonction de drpart. 

R ~ s u l t a t s  et c o n c l u s i o n s  

Sur les Figs. 5 et 6 sont report6s, pour les 6chantillons 
1015 atomes cm-2-35keV et 1016 atomes cm -2- 
100 keV, les profils de concentration en fer obtenus 
par: 

- t r a i t e m e n t  de l'intensit6 I(ot) de fluorescence X 
par la m&hode drcrite ci-dessus; 

- analyse par 6mission ionique secondaire (SIMS). 
C'est la m&hode classique utilisre pour le trac6 des 
profils d'implantation. Elle consiste en une abrasion 
du solide par bombardement ionique; les ions pro- 
duits sont ensure analysrs par spectrom&rie de masse 
(Blanchard, 1975). 

Les histogrammes drterminrs par notre m&hode 
s'incrivent dans le trac6 par analyse ionique; l 'accord 
est particuli~rement remarquable pour l 'rchantillon 
1015atomes cm-2-35 keV. Dans le Tableau 1, nous 
avons rrsumr, pour les quatre 6chantillons, les 
rrsultats exprrimentaux drduits des mesures par 
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Tableau 1. Comparaison entre les r&ultats obtenus par notre mdthode et par sonde ionique et les valeurs calcuMes 

C(z) dz (atomes cm -2) (z) (/~) Largeur  quadrat ique 
Energie Pr6vue Exp6dmenta le?  Pr6vue Exp6r imenta le t  Pr6vue Exp6dmen ta l e t  

100 keV 10 t6 8,1 x l0 ts 780 866 287 425 
SIMS: 780-830 SIMS : 370 

100 keV 3 x 10 zs 2,58 x l0 ts 780 850 287 325 
60 keV l0 ts 1,14 x l0 ts 480 580 187 260 
35 keV l0 ts l0 ts* 300 385 120 195 

SIMS : 380 SIMS: 180 

* Cet 6chantillon est choisi comme r6f6rence. I1 serait aussi possible d'utiliser un 6chantillon de fer pur. 
i" Les valeurs exp6rimentales ont 6t6 d6termin6es par notre m6thode et par SIMS pour certaines d'entre elles. 

6001 

4000 

2000 

en 106 

A Fe dans Si: 35 keV 1015 at cm -2 

\ . . . . . .  Fluo X, debut d'affinement 
\ - -  Fluo X, fin d'affinement 

- -  - -S IMS 

f /j : 

500 1000 2000 ~ o n  A 

Fig. 5. Profils d ' implan ta t ion  en fer dans l '6chantil lon 35 keV- 
10 t5 atomes cm -2 par notre m6thode et par SIMS. Si N e s t  le 
nombre  d ' a tomes  de silicium dans 1 cm 2 et 1100 A d'6paisseur,  
la concentra t ion c de la ' terrasse '  de d6but d 'aff inement est telle 
que Nc = 10 t5 atomes. 

2 x 1 0  ~ 

104 

&en 106 

/ /  ~ \  

i I \ \  
- - -  SIMS 

• \ 

i I l\\\ i i 
/ [ \ 

! \ 
\i 

| , L 

500 1000 

Fo dans Si: 100 keV 10 '6 

. . . . . .  Fluo X, debut d'aff inement 
Fluo X, fin d'aff inement 

2000 z en 'A 

Fig. 6. Profils d ' implanta t ion  en fer dans l '6chantil lon implant6 
100 keV-10 t6 atomes cm -2 par  fluorescence X et par  SIMS. 

fluorescence X et par sonde ionique en regard des 
valeurs pr6vues pour le taux d'implantation ~c(z)dz, 
le barycentre de concentration (z) et la largeur quad- 
ratique de la courbe c(z). Nos r6sultats sont en bon 
accord avec les valeurs d6duites des mesures par 
SIMS et les valeurs calcul6es (Gibbons, Johnson & 
Mylroie, 1975). 

La r6solution en profondeur qui est l'6paisseur 
d'une strate est limit6e par les problbmes de diver- 
gence de l'aflinement ~ une cinquantaine d'/~ en 
surface et quelques centaines d'/~ ~ 1000/~ de profon- 
deur. Celle de la sonde ionique est de l'ordre de 50/~ 
et ce, 6videmment, quelle que soit la profondeur. 

La m6thode en incidence rasante et variable est un 
outil int6ressant de caract6risation de la surface d'un 
mat6riau solide ou liquide puisqu'elle permet non 
seulement d'6tudier sa composition chimique comme 
nous l'avons fait ici ou comme l'ont fait Bloch et al. 
(1985) mais aussi sa densit6, son 6tat cristallin, sa 
structure cristallographique etc. Nous citons quelques 
exemples d'applications. 

(1) La variation avec t~ de l'intensit6 diffus6e par 
un 6chantillon ab[m6 par implantation est reli6e au 
profil 'd'amorphisation' et la variation de l'intensit6 
int6gr6e des raies de Bragg du m~me 6chantillon au 
profil de 'cristallisation'. Une 6tude est en cours. 

(2) Le profil de densit6 du mat6riau peut &re d6ter- 
min6 soit par l'&ude du faisceau r6fl6chi (N6vot & 
Croce, 1980) soit par les variations d6tect6es par 
diffraction ou fluorescence, de l'onde transmise 
(Brunel & Bensaid, 1986). 

(3) La composition structurale, en profondeur, 
d'un 6chantillon ~ plusieurs phases pourra ~tre 
d6duite des intensit6s des raies de Bragg caract6ris- 
tiques de chacune des phases. 

Les mesures peuvent &re faites sous vide ou en 
atmosphere, sans destruction de l'6chantillon, et le 
sch6ma de calcul d6velopp6 ci-dessus, s'applique avec 
quelques modifications au trac6 des diff6rents profils. 

Nous remercions M. Bruel pour la pr6paration des 
6chantillons, F. de Bergevin et C. Marti pour de 
multiples discussions et suggestions et B. Blanchard 
pour les mesures par SIMS. 
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Abstract 

A new joint probability distribution of three normal- 
ized structure factors is derived for the case of N 
equal atoms in the space group P1. The distribution 
appears in a series expansion. Convergence of the 
series is obtained by inclusion of higher-order terms 
up to order N -5, although with the exception of terms 
up to order N -1/2 the distribution does not contain 
all possible terms. Test results show improved esti- 
mates of the absolute value of the triplet phase sum 
when compared with the Cochran distribution. In 
particular, the systematic errors are reduced 
appreciably. 

1. Introduction 

If a sufficient number of linear independent structure 
invariants (s.i.'s) ~ul + . . .  + ~n, = Oi were known, the 
phases ~n could be calculated and the structure could 
be solved. In practice, however, the 0i are not known, 
unless information can be obtained by anomalous 
scattering (Kroon, Spek & Krabbendam, 1977; 
Heinerman, Krabbendam, Kroon & Spek, 1978) or 
dynamical diffraction experiments (Post, 1977, 1979). 
In the absence of knowledge of the qJi, a possible 
approach to the structure determination is the estima- 
tion of cos ~3 or ]03[, the absolute value of the triplet 
phase sum ~3, on the basis of the ]EHI values. Starting 
from the linearization of products of structure factors 
and using probabilistic calculations, several authors 
have shown how to employ estimated cos ~3 values 
and enantiomorph-specific cosine seminvariants in 

practical procedures (Karle & Hauptman, 1958; 
Hauptman, Fisher, Hancock & Norton, 1969; Haupt- 
man, Fisher & Weeks, 1971; Hauptman, 1972). 
Olthof, Sint and Schenk have shown that empirical 
estimates of [~3[ can also be useful in enantiomorph- 
specific procedures (Olthof, Sint & Schenk, 1979; 
Olthof & Schenk, 1981; Olthof, 1981). 

Instead of empirical estimates, theoretical esti- 
mates might also be used. Up till now, several joint 
probability distribution (j.p.d.) expressions involving 
the three complex-valued normalized structure fac- 
tors (n.s.f.'s) EHI, En2 and EHI+H2 have been 
developed from which triplet phase sum estimates 
may be obtained (e.g. Cochran, 1955; Bertaut, 1956; 
Karle & Hauptman, 1956, 1958; Naya, Nitta & Oda, 
1965; Tsoucaris 1970; Hauptman, 1971; Giacovazzo, 
1974; Heinerman, 1977; Heinerman, Krabbendam & 
Kroon, 1977). Recently it was shown that a further 
improvement might be gained by including all struc- 
ture factors in the j.p.d, derivation (Giacovazzo, 
1977b; Cascarano et al., 1984). The distributions 
appear either in an exponential or in a series- 
expansion form. The exponential expressions, e.g. the 
well known Cochran distribution [Cochran (1955); 
see also (1.17) in Appendix I of the present paper] 
are correct only up to order N -I/2 which may result 
in systematically incorrect estimates, in particular for 
smaller values of N. The j.p.d.'s in series-expansion 
form may also lead to incorrect estimates. These errors 
are the result of insufficient convergence of the series. 
Several procedures have been suggested to improve 
this convergence, for example the transformation of 
the series expansion into an exponential (e.g. Bertaut, 
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